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一、 解答题（每小题 6 分，共 30 分） 

1. 判别级数∑
𝜋

𝑛2+𝑎2
+∞
𝑛=0 的敛散性. 

解：因为 

𝜋

𝑛2 + 𝑎2
~
𝜋

𝑛2
−− −−3 

级数∑
𝜋

𝑛2
+∞
𝑛=0 收敛，根据比较判别法，原级数收敛。−− −− 3 

2. 求级数(
1

2
+

1

3
) + (

1

22
+

1

32
) + ⋯+ (

1

2𝑛
+

1

3𝑛
) + ⋯的和. 

解：(
1

2
+

1

3
) + (

1

22
+

1

32
) + ⋯+ (

1

2𝑛
+

1

3𝑛
) + ⋯ 

= ∑
1

2𝑛

+∞

𝑛=1

+∑
1

3𝑛

+∞

𝑛=1

−− −−3 

=

1
2

1 −
1
2

+

1
3

1 −
1
3

= 1 +
1

2
=
3

2
− −− −3 

3. 讨论级数∑ (−1)𝑛
ln(𝑛+1)

𝑛+1
+∞
𝑛=0 绝对或条件收敛。 

解：令𝑢𝑛 =
ln(𝑛+1)

𝑛+1
，（1）单调递减趋于 0；（2）该级数为莱布尼茨交错项级数。 

根据莱布尼茨收敛定理，该级数收敛。− −− − 3 

又因为|(−1)𝑛
ln(𝑛+1)

𝑛+1
| = |

ln(𝑛+1)

𝑛+1
| =

ln(𝑛+1)

𝑛+1
>

1

𝑛+1
，所以该级数条件收敛，非绝对收敛。

− −− − 3 

 

4. 证明级数∑
sin𝑛𝑥

𝑛2
+∞
𝑛=0 在(−∞,+∞)上一致收敛. 

解： 因为|
sin𝑛𝑥

𝑛2
| ≤

1

𝑛2
，−− −− 3 

根据 M 判别法得到：级数∑
sin𝑛𝑥

𝑛2
+∞
𝑛=0 在(−∞,+∞)上一致收敛。−− −− 3 

5. 求幂级数∑
𝑥𝑛

𝑛2
+∞
𝑛=0 的收敛域. 

解： lim
𝑛→∞

1

𝑛2
1

(𝑛+1)2

= 1 −− −−3 

因为∑
1

𝑛2
+∞
𝑛=0 收敛，∑

(−1)𝑛

𝑛2
+∞
𝑛=0 收敛，所以幂级数的收敛域为：[−1,1] − − −−3 
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二、证明题（本题 15 分）求函数
1

𝑥2+3𝑥+2
在𝑥0 = 1处的幂级数展开式，并求出收敛域. 

解： 

1

𝑥2 + 3𝑥 + 2
=

1

𝑥 + 1
−

1

𝑥 + 2
=

1

2 + (𝑥 − 1)
−

1

3 + (𝑥 − 1)
− −− −4 

 

1

2 + (𝑥 − 1)
=

1
2

1 +
𝑥 − 1
2

=
1

2
∑(−1)𝑛 (

𝑥 − 1

2
)
𝑛+∞

𝑛=0

, 𝑥 ∈ (−1,3) − − −−4 

1

3 + (𝑥 − 1)
=

1
3

1 +
𝑥 − 1
3

=
1

3
∑(−1)𝑛 (

𝑥 − 1

3
)
𝑛+∞

𝑛=0

, 𝑥 ∈ (−2,4) − − −−4 

所以， 

1

𝑥2 + 3𝑥 + 2
=

1

2 + (𝑥 − 1)
−

1

3 + (𝑥 − 1)
 

 

=
1

2
∑(−1)𝑛 (

𝑥 − 1

2
)
𝑛+∞

𝑛=0

−
1

3
∑(−1)𝑛 (

𝑥 − 1

3
)
𝑛+∞

𝑛=0

= ∑ [
1

2

(−1)𝑛

2𝑛
−
1

3

(−1)𝑛

3𝑛
] (𝑥 − 1)𝑛

+∞

𝑛=0

, 

 

𝑥 ∈ (−1,3) − −− −3 

三、解答题（本题 15 分） 求级数∑ (−1)𝑛−1𝑛2𝑥𝑛+∞
𝑛=1 的和函数。 

∑(−1)𝑛−1𝑛2𝑥𝑛
+∞

𝑛=1

= 𝑥∑(−1)𝑛−1𝑛2𝑥𝑛−1
+∞

𝑛=1

= 𝑥𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ (−1,1) − −− −4 

𝑔(𝑥) = ∑(−1)𝑛−1𝑛2𝑥𝑛−1
+∞

𝑛=1

 

∫ 𝑔(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 = ∑∫ (−1)𝑛−1𝑛2𝑡𝑛−1
𝑥

0

𝑑𝑡

+∞

𝑛=1

= ∑(−1)𝑛−1𝑛2∫ 𝑡𝑛−1
𝑥

0

𝑑𝑡

+∞

𝑛=1

= ∑(−1)𝑛−1𝑛𝑥𝑛
+∞

𝑛=1

= 𝑥∑(−1)𝑛−1𝑛𝑥𝑛−1
+∞

𝑛=1

= 𝑥ℎ(𝑥) − −− −4 

 

∫ ℎ(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 = ∑(−1)𝑛−1𝑛∫ 𝑡𝑛−1
𝑥

0

𝑑𝑡

+∞

𝑛=1

= ∑(−1)𝑛−1𝑥𝑛
+∞

𝑛=1

=
𝑥

1 + 𝑥
, 𝑥 ∈ (−1,1) − −− −3 

ℎ(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
(

𝑥

1 + 𝑥
) =

1

(1 + 𝑥)2
 

𝑔(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥ℎ(𝑥)) =

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑥

(1 + 𝑥)2
) =

1 − 𝑥

(1 + 𝑥)3
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∑(−1)𝑛−1𝑛2𝑥𝑛
+∞

𝑛=1

= 𝑥𝑔(𝑥) =
𝑥(1 − 𝑥)

(1 + 𝑥)3
, 𝑥 ∈ (−1,1) − − −−4 

 

四、解答题（每小题 5 分，共 15 分）  

 

1. 证明函数项级数∑
𝑥𝑛

(𝑛−1)!
+∞
𝑛=1 在𝑥 ∈ [−𝑟, 𝑟]上一致收敛。 

解：因为 

|
𝑥𝑛

(𝑛 − 1)!
| ≤

𝑟𝑛

(𝑛 − 1)!
− − −−3 

 有因为 ∑
𝑟𝑛

(𝑛−1)!
+∞
𝑛=1 收敛， 根据优级数判别法，知级数∑

𝑥𝑛

(𝑛−1)!
+∞
𝑛=1 在𝑥 ∈ [−𝑟, 𝑟]上一致

收敛。− −− − 2 

2. 求级数∑
4𝑛+(−3)𝑛

𝑛
+∞
𝑛=1 (𝑥 + 2)𝑛的收敛区间。 

解： 

√|
4𝑛 + (−3)𝑛

𝑛
|

𝑛

→ 4 −− −−3 

所以级数∑
4𝑛+(−3)𝑛

𝑛
+∞
𝑛=1 (𝑥 + 2)𝑛的收敛半径为

1

4
，收敛区间为(2 −

1

4
, 2 +

1

4
) − −− −2 

 

3. 若函数列{𝑓𝑛(𝑥)} =  {𝑥𝑛𝑘𝑒−𝑛𝑥}在[0,+∞)上一致收敛，求𝑘的取值范围？ 

解： 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥𝑛𝑘𝑒−𝑛𝑥) = 𝑛𝑘𝑒−𝑛𝑥(1 − 𝑛𝑥) − − −−3 

sup𝑥𝑛𝑘𝑒−𝑛𝑥 =𝑛𝑘−1𝑒−1 

 

      所以，当𝑘 < 1时级数一致收敛。− −− − 2 

五、解答题（本小题 15 分） 将函数𝑓(𝑥) = 𝑥2在指定区间[0,2𝜋]展开成 Fourier 级

数． 

    解： 

2
2

0

3
2

0

2
2

0
0

3

8

3

111
)(

1






====  xdxxdxxfa
−− −− 3 

2

2

0

2
2

0

4
cos

1
cos)(

1

n
nxdxxnxdxxfan === 



 ， ,,2,1 =n −− −− 4 






n
nxdxxnxdxxfbn

4
sin

1
sin)(

1 2

0

2
2

0
−=== 

， ,,2,1 =n − − −− 4
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=


=−+ 



= 



2,0,2

)2,0(),(
)sincos

1
(4

3

4
~)(

2
1

2

2

x

xxf
nx

n
nx

n
xf

n −− −− 4 

 

六、解答题（本小题 10 分）设𝑎𝑛 = ∫ tann 𝑥
𝜋

4
0

d𝑥, 

(1)求∑
1

𝑛
(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+2)

+∞
𝑛=1 ; 

(2)试证明对于任意的常数𝜆 > 0,级数∑
1

𝑛𝜆
𝑎𝑛

+∞
𝑛=1 收敛。 

解： 

(1) 

1

𝑛
(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+2) =

1

𝑛
∫ tann 𝑥 +

𝜋
4

0

tann+2 𝑥 d𝑥 =
1

𝑛
∫ tann 𝑥

𝜋
4

0

d tan 𝑥 

=
1

𝑛(𝑛 + 1)
tan𝑛+1 𝑥|

0

𝜋
4
=

1

𝑛(𝑛 + 1)
− −− −4 

∑
1

𝑛
(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+2)

+∞

𝑛=1

= ∑
1

𝑛(𝑛 + 1)

+∞

𝑛=1

= 1 −− −−2 

(2) 试证明对于任意的常数𝜆 > 0, 

𝑎𝑛 = ∫ tann 𝑥

𝜋
4

0

d𝑥 > 𝑎𝑛+2 

𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+2 =
1

𝑛 + 1
<
1

𝑛
, 𝑎𝑛 <

1

2(𝑛 − 2)
 

1

𝑛𝜆
𝑎𝑛 <

1

2(𝑛 − 2)

1

𝑛𝜆
−− −−3 

  所以，级数∑
1

𝑛𝜆
𝑎𝑛

+∞
𝑛=1 收敛。− −− − 1 


