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1 引引引言言言

數學分析中有許多和人們的直觀認識不吻合的恜奇怪怢函數， 對於該類

函數的研究有助於人們更好的認識分析中的一些定義。 對於這些恜奇怪怢函

數的研究有時會助推一門新學科的產生。

怱怸怷怲年恗恥恩恥恲恳恴恲恡恳恳給出了一個處處連續， 處處不可導的函數 恛怴恝。 在當

時，許多數學家認為這樣的函數不可能存在。 恗恥恩恥恲恳恴恲恡恳恳函數被認為是第

一個分形的例子，儘管在當時還沒有分形的概念。 怱怹怰怳年恔恡恫恡恧恩構造了一

個處處連續，處處不可導的函數， 人們稱之為恔恡恫恡恧恩函數 恛怱恝。兩者的區

別在於： 恗恥恩恥恲恳恴恲恡恳恳函數在任何點導數不存在也不是無窮大；恔恡恫恡恧恩函數

雖然不可導， 但在有些點的導數為無窮大。恔恡恫恡恧恩函數在實分析和數論

中有著重要的應用。 怱怸怷怵年恔恨息恭恡恥根據恄恩恲恩恣恨恬恥恴函數1定義了一個新的函

數，人們稱之為恔恨息恭恡恥函數恛怲恝。 該函數在無理數點連續，在有理數點間

斷 恛怶恝。

至今，數學家們一直在探索如何構造這些恜奇怪怢函數， 研究這些恜奇

怪怢函數的性質，應用及其作圖。本文首先給出了兩種構造處處連續， 處

處不可導函數的方法。通過計算機作出了這類函數的圖像。 最後，本文

推廣了恔恨息恭恡恥函數。該類函數在無理數點連續，有理數點間斷。 通過計

∗電子郵件: wuguoning@163.com
1Dirichlet函數定義在區間[0, 1]上， 該函數在有理數點的取值為1，在無理數點的取值

為0，但是該函數無法通過計算機 實現作圖。
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圖 怱怺 恗恥恩恥恲恳恴恲恡恳恳函數，a 怽 怰.怷, b 怽 怲怮

算機作圖，給出了推廣後函數的圖像。這些工作有助於提高人們的直觀認

識。

2 處處處處處處連連連續續續，，，處處處處處處不不不可可可導導導函函函數數數的的的構構構造造造方方方法法法與與與作作作圖圖圖

2.1 Weierstrass函函函數數數

怱怸怷怲年恗恥恩恥恲恳恴恲恡恳恳給出了一個處處連續，處處不可導函數， 後來被稱

為恗恥恩恥恲恳恴恲恡恳恳函數，其表達式為怺

f怨x怩 怽
∞∑
n=1

an 恣息恳 怨bnπx怩 , 怨怱怩

這裡怰 < a < 怱, b ∈ N+ 且 ab > 怱 怫
怳

怲
π。 圖 怱為a 怽 怰.怷, b 怽 怲 截取

公式 怱的前怳怰項畫出的函數的圖像； 圖 怲為a 怽 怰.怷, b 怽 怲怰怰 截取公

式 怱的前怳怰項畫出的函數的圖像。 從圖中可以看出：隨著b的增大，函

數趨於不光滑。恗恥恩恥恲恳恴恲恡恳恳函數被認為是第一個和分形有關的函數， 現

在恗恥恩恥恲恳恴恲恡恳恳函數已經成為處處連續，處處不可導函數的代名詞。

下面介紹兩種構造處處連續，處處不可導函數的方法。

2.2 Bourbaki函函函數數數及及及其其其推推推廣廣廣

恂息恵恲恢恡恫恩通過迭代方法，構造了一個處處連續， 處處不可導的函

數，稱之為恂息恵恲恢恡恫恩函數 恛怳恝。 該函數的構造過程如下：f0怨x怩 怽 x, x ∈
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圖 怲怺 恗恥恩恥恲恳恴恲恡恳恳函數，a 怽 怰.怷, b 怽 怲怰怰怮

恛怰, 怱恝怬 fi怨x怩為定義在恛怰, 怱恝上的連續函數，該函數在 子區間
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]
, k 怽

怰, 怱, 怲, · · · , 怳i − 怱 上為線性函數。迭代過程定義如下：
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恂息恵恲恢恡恫恩函數定義如下：

f 2
3
怨x怩 怽 恬恩恭

i→∞
fi怨x怩. 怨怲怩

圖 怳為函數 怲迭代怱怰次的函數圖像， 從圖中可以看出：隨著迭代次數

的增加，函數趨於不光滑。恂息恵恲恢恡恫恩函數可以被 推廣為：f0怨x怩 怽 x, x ∈

恛怰, 怱恝，每個fi怨x怩 在區間

[
k

怳i
,
k 怫 怱

怳i

]
, k 怽 怰, 怱, 怲, · · · , 怳i − 怱 為線性函數。迭

代過程如下：
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圖 怳怺 恂息恵恲恢恡恫恩函數，α 怽 2
3
怮
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這裡α ∈ 怨怰, 怱怩，推廣後的恂息恵恲恢恡恫恩函數定義為：

fα怨x怩 怽 恬恩恭
i→∞

fi怨x怩. 怨怳怩

恏恫恡恭息恴息證明了恛怵恝：怨怱怩α ≤ 怱

怲
時， fα怨x怩連續不減且幾乎處處可導； 怨怲怩

怲

怳
≤

α < 怱時，fα怨x怩處處連續， 處處不可導；怨怳怩
怱

怲
< α <

怲

怳
時， fα怨x怩在無窮

個點處可導。

若α 怽 1
2
, fα怨x怩為恃恡恮恴息恲怭恌恥恢恥恳恧恵恥函數。圖 怴 為該函數的圖形，該函數

除去一個測度為零的點集外，函數的導數為零。 若α 怽
怱

怳
, fα怨x怩 怽 x。

圖 怵為α 怽
怱

怳
的函數的圖形， 圖 怶為α 怽

怵

怶
的函數的圖形。 以上函數的圖形

佐證了恏恋恡恭息恴息的結論。

2.3 Takagi函函函數數數及及及其其其推推推廣廣廣

怱怹怰怳年日本數學家恔恡恫恡恧恩提出了一種簡單的構造處處連續， 處處不可

導函數的方法。採用該方法構造的函數稱之為恔恡恫恡恧恩函數恛怱恝。 恔恡恫恡恧恩函數
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圖 怴怺 恂息恵恲恢恡恫恩函數，α 怽 1
2
怮

圖 怵怺 恂息恵恲恢恡恫恩函數，α 怽 1
3
怮

圖 怶怺 恂息恵恲恢恡恫恩函數，α 怽 5
6
怮
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圖 怷怺 恔恡恫恡恧恩函數，r 怽 怲怮

圖 怸怺 恔恡恫恡恧恩函數，r 怽 −怲怮

為：

T 怨x怩 怽
+∞∑
n=0

怱

怲n
φ怨怲nx怩 怨怴怩

這裡，φ怨x怩 怽 恤恩恳恴怨x,Z怩表示x到最近整數點的距離。 圖 怷為公式 怴截取

前怵怰項得到的恔恡恫恡恧恩函數在區間 恛怰, 怵恝上的圖像。恔恡恫恡恧恩函數的一般形式

為：

T 怨x怩 怽
+∞∑
n=0

怱

rn
φ怨rnx怩 怨怵怩

圖 怸怬 怹怬 怱怰 分別為r 怽 −怲, 怳,−怳怬 公式 怵截取前怵怰項得到的恔恡恫恡恧恩函數在區

間恛怰, 怵恝上的圖像。 通過這些圖形可以看出：這些圖形類似於分形曲線，具

有自相似性。
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圖 怹怺 恔恡恫恡恧恩函數，r 怽 怳怮

圖 怱怰怺 恔恡恫恡恧恩函數，r 怽 −怳怮
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3 無無無理理理數數數點點點連連連續續續，，，有有有理理理數數數點點點間間間斷斷斷函函函數數數的的的構構構造造造與與與作作作

圖圖圖

3.1 Thomae函函函數數數討討討論論論與與與作作作圖圖圖

我們熟悉的恄恩恲恩恣恨恬恥恴函數在其定義域上處處間斷， 其定義為恛怶恝怺

D怨x怩 怽

{
怱, x ∈ Q
怰, x ∈ R \Q

怱怸怷怵年恔恨息恭恡恥基於恄恩恲恩恣恨恬恥恴函數構造了一個在無理數點連續，有理數點間

斷的函數， 其定義為恛怲恝：

T 怨x怩 怽


1
p
, x 怽 q

p

怱, x 怽 怰

怰, x ∈ R \Q
怨怶怩

該函數在無理數點不可導，證明如下恛怲恝： 對於∀a ∈ R \ Q怬 對於∀n ∈

N,∃jn ∈ Z滿足
∣∣∣∣jnn − a

∣∣∣∣ < 怱

n
，從而有：

∣∣∣∣∣T
(
jn
n

)
− T 怨a怩

jn
n
− a

∣∣∣∣∣ ≥ 怱,∀n ∈ N.

若上式極限存在，則極限應不小於怱。但是若沿著無理數點趨於a點，則

極限為怰。 綜上所述，函數在無理數點不可導。圖 怱怱為恔恨息恭恡恥函數在區

間恛−怱, 怱恝上的圖像。 圖形證實了該函數的週期為怱，且有理數集合為實數

集的一個稠密子集。

一般的，若存在一個趨於怰的數列apq，定義推廣的恔恨息恡恭恥函數為：

GT 怨x怩 怽


rpq, x 怽 q

p

怱, x 怽 怰

怰, x ∈ R \Q
怨怷怩

該函數的可微性取決於數列的衰減速度恛怲恝。
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圖 怱怱怺 恔恨息恭恡恥函數怮

圖 怱怲怺 推廣的恔恨息恭恡恥函數，式子 怸怮

下面我們就兩種特殊情況畫出推廣後函數的圖形。

情形怱怺

GT1怨x怩 怽


1
p2
, x 怽 q

p

怱, x 怽 怰

怰, x ∈ R \Q
怨怸怩

圖 怱怲為函數 怸的圖像。從圖中可以看出，推廣後的函數保持者與恔恨息恭恡恥函

數大致相同的形狀，函數的取值比前者 較小。

情形怲怺

GT1怨x怩 怽


rp, x 怽 q

p

怱, x 怽 怰

怰, x ∈ R \Q
怨怹怩

這裡|r| < 怱.

圖 怱怳為函數 怹的圖像。從圖中可以看出， 推廣後的函數可能在某些無

理數點可導。實際上，以下結論已經被證明恛怲恝。
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圖 怱怳怺 推廣的恔恨息恭恡恥函數，式子 怹，r 怽 怲怮

命命命題題題 1 對對對於任意一個趨於零的實數數列{rpq}，存在一個包含與無理數集
的不可數子集， 函數 8在該子集上不可導。

4 結結結語語語

本文探討了數學分析中一些恜奇怪怢函數的構造，性質及其作圖。 對這

些函數的展示，有助於提高人們的直觀認識。針對這些恜奇怪怢函數的性質

研究， 有助於加深人們對一些概念的理解。

5 附附附錄錄錄：：：函函函數數數作作作圖圖圖C語語語言言言編編編程程程

5.1 程程程序序序1: Weierstrass函函函數數數

#include <恭恡恴恨 怮 恨>

#include <恳 恴 恤 恬 恩 恢 怮 恨>

#include <恷恥恩恥恲 恦恵恮 怮 恨>

#ifndef 恍 恐恉

#define 恍 恐恉 恡恣息恳 怨−怱怮怰怩
#endif

void 恷恥恩恥恲 恦恵恮 怨 f loat ∗恤恡恴恡 /∗ we i e r s t r a s s fun data ∗/ 怬

int 恬 恥恮 /∗ data l e n g t h ∗/ 怬

怱怰



f loat 恡 /∗ parameter o f the weier fun ∗/ 怬

f loat 恢 /∗ parameter o f the weier fun ∗/ 怬

int 恭恡恸恴恥恲恭恳 /∗ maximum number f o r sum ∗/
怩

{
int 恩 怬 恪 总

f loat 恸恭恩恮 怬 恤恸 怬 ∗ 恴恴 怬 ∗恹恹 总

恸恭恩恮 怽 −怲怮怵总 恤恸 怽 怰 怮 怰 怱 总

恴 恴 怽 怨 f loat ∗怩 恭恡恬 恬息恣 怨 恬 恥恮 ∗ s izeof 怨 f loat 怩 怩 总

for 怨 恩 怽怰总 恩<恬 恥恮 总 恩怫怫怩{
恴 恴 恛 恩 恝 怽 恸恭恩恮 怫 恩 ∗恤恸 总

}

恹恹 怽 怨 f loat ∗怩 恭恡恬 恬息恣 怨 恬 恥恮 ∗ s izeof 怨 f loat 怩 怩 总

for 怨 恩 怽怰总 恩<恬 恥恮 总 恩怫怫怩{
恹恹 恛 恩 恝 怽 怰 怮 怰 总

for 怨 恪 怽怰总 恪<恭恡恸恴恥恲恭恳 总 恪怫怫怩{
恹恹 恛 恩 恝 怫怽 恰息恷怨恡 怬 恪 怩 ∗ 恣息恳 怨 怨 恰息恷怨恢 怬 恪 怩 ∗ 恍 恐恉 ∗ 恴 恴 恛 恩 恝 怩 怩 总

}
}

for 怨 恩 怽怰总 恩<恬 恥恮 总 恩怫怫怩{
恤恡恴恡 恛 恩 恝 怽 恹恹 恛 恩 恝 总

}

恦 恲 恥 恥 怨 恴 恴 怩 总

恦 恲 恥 恥 怨 恹恹 怩 总

}

怱怱



5.2 程程程序序序2:Bourbaki函函函數數數

#include <恳 恴 恤 恩 息 怮 恨>

#include <恳 恴 恤 恬 恩 恢 怮 恨>

void 恢息恵恲恢恡恫恩 怨 f loat ∗恤恡恴恡 /∗ the input i n i t i a l data ∗/ 怬

int 恮 /∗ the nth s t ep ∗/ 怬

f loat 恡恬恰恨恡 /∗ the parameter ∗/ 怩
{

int 恩 怬 恪 怬 恫 怬 恬 怬 恬恥恮怱 怬 恬 恥恮 总

f loat ∗恰恰 怬 ∗恱恱 总

i f 怨 恡恬恰恨恡<怽怰怮怰 | | 恡恬恰恨恡 >怽怱怮怰怩{
恰 恲 恩 恮 恴 恦 怨 怢恅恲恲息恲 怡 恁恬恰恨恡 恭恵恳恴 恢恥 恩恮 怨 怰 怬 怱 怩 怮\ 恮怢 怩 总
恰 恲 恩 恮 恴 恦 怨 怢恁恬恰恨恡 恩 恳 急怮怶 恦 \恮怢 怬 恡恬恰恨恡 怩 总

恥 恸 恩 恴 怨 怰 怩 总

}

恬 恥恮怱 怽 怱 总

恱恱 怽 怨 f loat ∗怩 恭恡恬 恬息恣 怨怲 ∗ s izeof 怨 f loat 怩 怩 总

i f 怨 恱恱 怽怽 恎恕恌恌怩{
恰 恲 恩 恮 恴 恦 怨 怢恅恲恲息恲 怡 恍恥恭息恲恹 恮息恴 恡 恬 恬 息 恣 恡 恴 恥 恤 怮\恮怢 怩 总
恥 恸 恩 恴 怨 怰 怩 总

}
恱恱 恛 怰 恝 怽 怰 怮 怰 总 恱恱 恛 怱 恝 怽 怱 怮 怰 总

for 怨 恩 怽怰总 恩<恮 总 恩怫怫怩{
恬 恥恮怱 怽 恬恥恮怱 ∗怳 总
恬 恥恮 怽 恬恥恮怱 怫 怱 总

恰恰 怽 怨 f loat ∗怩 恭恡恬 恬息恣 怨 恬 恥恮 ∗ s izeof 怨 f loat 怩 怩 总

i f 怨恰恰 怽怽 恎恕恌恌怩{
恰 恲 恩 恮 恴 恦 怨 怢恅恲恲息恲 怡 恍恥恭息恲恹 恩 恳 恮息恴 恡 恬 恬 息 恣 恡 恴 恥 恤 怮\恮怢 怩 总

怱怲



恥 恸 恩 恴 怨 怰 怩 总

}

for 怨 恪 怽怰总 恪<恬 恥恮 总 恪怫怫怩{
恫 怽 恪 急 怳 总

恬 怽 恪 怯 怳 总

i f 怨 恫 怽怽 怰怩{
// i f ( ( l %2) == 0)

恰恰 恛 恪 恝 怽 恱恱 恛 恬 恝 总

// e l s e

// pp [ j ] = qq [ l +1];

}
else i f 怨 恫 怽怽 怱怩{

恰恰 恛 恪 恝 怽怨怱怮怰 − 恡恬恰恨恡 怩 ∗ 恱恱 恛 恬 恝 怫 恡恬恰恨恡 ∗ 恱恱 恛 恬 怫怱恝 总

}
else i f 怨 恫 怽怽 怲怩{

恰恰 恛 恪 恝 怽 恡恬恰恨恡 ∗ 恱恱 恛 恬 恝 怫 怨 怱 怮 怰 − 恡恬恰恨恡 怩 ∗ 恱恱 恛 恬 怫怱恝 总

}
}
恰恰 恛 恬恥恮 −怱恝 怽 怱 怮 怰 总

恦 恲 恥 恥 怨 恱恱 怩 总

恱恱 怽 怨 f loat ∗怩 恭恡恬 恬息恣 怨 恬 恥恮 ∗ s izeof 怨 f loat 怩 怩 总

i f 怨 恱恱 怽怽 恎恕恌恌怩{
恰 恲 恩 恮 恴 恦 怨 怢恅恲恲息恲 怡 恍恥恭息恲恹 恮息恴 恡 恬 恬 息 恣 恡 恴 恥 恤 怮\恮怢 怩 总
恥 恸 恩 恴 怨 怰 怩 总

}
for 怨 恪 怽怰总 恪<恬 恥恮 总 恪怫怫怩{

恱恱 恛 恪 恝 怽 恰恰 恛 恪 恝 总

}

恦 恲 恥 恥 怨恰恰 怩 总

}
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for 怨 恩 怽怰总 恩<恬 恥恮 总 恩怫怫怩{
恤恡恴恡 恛 恩 恝 怽 恱恱 恛 恩 恝 总

}

恦 恲 恥 恥 怨 恱恱 怩 总

}

5.3 Takagi函函函數數數

#include <恭恡恴恨 怮 恨>

#include <恳 恴 恤 恬 恩 恢 怮 恨>

#include <恴恡恫恡恧 恩 怮 恨>

void 恴恡恫恡恧 恩 怨 f loat ∗恤恡恴恡 /∗ we i e r s t r a s s fun data ∗/ 怬

int 恬 恥恮 /∗ data l e n g t h ∗/ 怬

f loat 恢恡恳恥 /∗ tha base ∗/ 怬

int 恭恡恸恴恥恲恭恳 /∗ maximum number f o r sum ∗/
怩

{
int 恩 怬 恪 总

f loat ∗ 恴恴 怬 ∗恰恰 怬 恴怰 怬 恤恴 怬 恴恰 总

恴怰 怽 怰 怮 怰 总 恤恴 怽 怰 怮 怰 怰 怱 总

恴 恴 怽 怨 f loat ∗怩 恭恡恬 恬息恣 怨 恬 恥恮 ∗ s izeof 怨 f loat 怩 怩 总

恰恰 怽 怨 f loat ∗怩 恭恡恬 恬息恣 怨 恬 恥恮 ∗ s izeof 怨 f loat 怩 怩 总

for 怨 恩 怽怰总 恩<恬 恥恮 总 恩怫怫怩{
恴 恴 恛 恩 恝 怽 恴怰 怫 恩 ∗ 恤恴 总

}

for 怨 恩 怽怰总 恩<恬 恥恮 总 恩怫怫怩{
恰恰 恛 恩 恝 怽 怰 怮 怰 总

怱怴



for 怨 恪 怽怰总 恪<恭恡恸恴恥恲恭恳 总 恪怫怫怩{
恴恰 怽怨 f loat 怩 恰息恷怨 恢恡恳恥 怬 恪 怩∗ 恴 恴 恛 恩 恝 总
恰恰 恛 恩 恝 怫怽怨f loat 怩 恰息恷怨怱 怮 怰怯 恢恡恳恥 怬 恪 怩 ∗ 恦 恡恢恳 怨 恴恰 − 恲息恵恮恤 怨 恴恰 怩 怩 总

}
}

for 怨 恩 怽怰总 恩<恬 恥恮 总 恩怫怫怩{
恤恡恴恡 恛 恩 恝 怽 恰恰 恛 恩 恝 总

}

恦 恲 恥 恥 怨 恴 恴 怩 总

恦 恲 恥 恥 怨恰恰 怩 总

}

5.4 Thomae函函函數數數

#include <恭恡恴恨 怮 恨>

#include <恴恨息恭恡恥 怮 恨>

#ifndef 恄恉恓恔

#define 恄恉恓恔 怰怮怰怰怱

#endif

f loat 恴恨息恭恡恥 怨 f loat 恸恸 怬 int 恫怩{
return 恫>怲怵怰怮怰 怿 怰 怮怰 怺 怨 f loat 怩 怨 恦 恡恢恳 怨 恫∗恸恸 − 怨 int 怩 怨 恫∗恸恸 怩 怩 < \
恄恉恓恔 怿 怱 怮怰怯恰息恷 怨怲 怮 怰 怬 恫 怩 怺 恴恨息恭恡恥 怨恸恸 怬 恫怫怱怩怩 总

}
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